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CONSTRUCTION GE´OME´TRIQUE DE REPRE´SENTATIONS DE
WEIL SUR UN CORPS FINI
JOSE´ PANTOJA ET JORGE SOTO-ANDRADE
Abstract. We construct, by contraction of a suitable complex vector bundle,
the Weil representation of the finite symplectic group Sp(A). We give an explicit
description of the space of all lagrangian subspaces, which we use to compute the
cocycle of our representation in terms of a geometric Gauss sum. We recover in
this way previously constructed generalized Weil representations (see [2, 3]) by
restriction of our representation to an appropiate embedding of SL(n) into Sp(A).
1. Connexions e´quivariantes sur un Sp(A)-fibre´ vectoriel
Soit (W,A) un espace symplectique non-de´ge´ne´re´, de dimension paire n = 2m
sur un corps fini k a` q e´le´ments. Nous rappelons la construction ge´ome´trique de la
repre´sentationde Weil du groupe Sp(A), par contraction d’un Sp(A) - fibre´ vectoriel
complexe convenable a` l’aide d’une connexion e´quivariante, qui a e´te´ indique´e en [4]
dans le cas m = 1.
Posons G = Sp(A). De´signons X l’ensemble de tous les caracte`res non nuls du
groupe additif k+ de k et fixons un caracte`re non-trivial ψ ∈ X . Nous de´finissons un
G - fibre´ vectoriel complexe (E, p, B, τ) par les donne´es suivantes:
- la base B est l’ensemble de tous les sous-espaces lagrangiens (c’est-a`-dire totale-
ment isotropes maximaux) de l’espace symplectique W ;
- l’espace total E est la re´union disjointe des espaces EL (L ∈ B) forme´s de toutes
les fonctions complexes f sur W telles que
f(x+ y) = ψ(A(x, y))f(x)
pour tous les x ∈ W et y ∈ L, ψ ∈ X e´tant fixe´;
- p de´signe la projection canonique de E sur B, qui a` chaque f ∈ EL fait corre-
spondre L;
- L’action τ de G dans E et B est donne´e par
[τg(f)](x) = f(g
−1(x))
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, pour g ∈ G, f ∈ E, x ∈ W, et
τg(L) = g(L)
pour g ∈ G,L ∈ B. Nous de´finissons une connexion Γ = {γL′,L}L′,L∈B sur le fibre´
(E, p, B) par
(γL′,Lf)(ω, ψ) = (|L||L ∩ L
′|)−
1
2
∑
ζ∈L′
ψ(A(ω, ζ))f(ω + ζ)
Proposition 1. Proprie´te´s de Γ
i):
γL,L = IdEL
ii):
γL,L′ ◦ γL′,L = γL,L = Id
iii):
γL′′,L′ ◦ γL′,L = |L
′′ ∩ L′|
1
2 (|L ∩ L′′||L′ ∩ L||L|)−
1
2SL(L
′, L′′)γL′′,L
ou` l’on note SL(L
′, L′′) , ou plus pre´cisement SWL (L
′, L′′), la somme de Gauss
ge´ome´trique associe´e a` l’espace symplectique W et ses lagrangiens L, L′, L′′ ,
de´finie par
SL(L
′, L′′) = SWL (L
′, L′′) =
∑
ζ∈L∩(L′+L′′)
ψ(A(ζ ′, ζ ′′)) ,
ou` ζ ′ (resp. ζ ′′ ) de´signe la composante de ζ ∈ L∩ (L′+L′′). selon L′ (resp.
L′′).
De´mostration.-
ii) On a
(γL,L′ ◦ γL′,Lf)(ω) = (|L||L ∩ L
′|)−
1
2
∑
ζ∈L
ψ(−A(ω, ζ))(γL′,Lf)(ω + ζ) =
= (|L||L ∩ L′|)−1
∑
ζ∈L
∑
ζ∈L′
ψ(−A(ω, ζ)− A(ω + ζ, ζ ′))(f)(ω + ζ + ζ ′)
= (|L||L ∩ L′|)−1
∑
ζ∈L′
∑
ζ∈L
ψ(−A(ω, ζ)−A(ω + ζ, ζ ′) + A(ω + ζ ′, ζ))(f)(ω + ζ ′)
= (|L||L ∩ L′|)−1
∑
ζ∈L′
[
∑
ζ∈L
ψ(2A(ζ ′, ζ)]ψ(−A(ω, ζ ′))f(ω + ζ ′)
= (|L ∩ L′|)−1
∑
ζ∈L′∩L
ψ(−A(ω, ζ ′))f(ω + ζ ′) = f(ω) ,
puisque le characte`re ζ 7→ ψ(A(ζ ′, ζ) du groupe additif de L est non-trivial si et
seulement si ζ ′ ∈ L′ ∩ L⊥ = L ∩ L′ et que f ∈ EL
iii) Nous avons, quels que soient f ∈ EL, ω ∈ W,ψ ∈ X ,
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(γL,L′′ ◦ γL′′,L′ ◦ γL′,Lf)(ω) =
= (|L|3|L′′ ∩ L||L′ ∩ L′′|)|L ∩ L′|)−
1
2
∑
ζ′′∈L′′
∑
ζ′∈L′
∑
ζ∈L
ψ(−A(ω, ζ)−A(ω + ζ, ζ ′′)−
−A(ω + ζ + ζ ′′, ζ ′))f(ω + ζ + ζ ′′ + ζ ′)
= (|L|3|L′′ ∩ L||L′ ∩ L′′||L ∩ L′|)−
1
2
∑
ζ′′∈L′′
∑
ζ′∈L′
[
∑
ζ∈L
ψ(2A(ζ ′′ + ζ ′, ζ))]ψ(−A(ω, ζ ′ + ζ ′′)− A(ζ ′′, ζ ′))
f(ω + ζ ′′ + ζ ′)
= (|L||L′′ ∩ L||L′ ∩ L′′||L ∩ L′|)−
1
2 [
∑
ζ ′ ∈ L′, ζ ′′ ∈ L′′
ζ ′ + ζ ′′ ∈ L
ψ(A(ζ ′, ζ ′′))]ψ(−A(ω, ζ ′ + ζ ′′)f(ω + ζ ′′ + ζ ′)
= (|L||L′′ ∩ L||L ∩ L′|)−
1
2 |L′ ∩ L′′|
1
2 [
∑
ζ∈L∩(L′+L′′)
ψ(A(ζ ′, ζ ′′))]
ou`, pour chaque ζ ∈ L ∩ (L′ + L′′), on note ζ ′(resp. ζ ′′) sa composante dans L′
(resp.L′′) selon une de´composition quelconque ζ = ζ ′ + ζ ′′.
On de´finit ainsi une forme quadratique QL
′,L′′
L sur l’espace L ∩ (L
′ + L′′) par
QL
′,L′′
L (ζ) = A(ζ, ζ
′),
quel que soit ζ ∈ L∩ (L′+L′′) ’ , et ou` ζ = ζ ′+ ζ ′′ est une de´composition quelconque
de ζ ∈ L ∩ (L′ + L′′), avec ζ ′ ∈ L′ et ζ ′ ∈ L′′. Notons que la valeur de A(ζ ′, ζ ′′) ne
de´pend alors pas de la de´composition choisie de ζ ∈ L ∩ (L′ + L′′)
Corollaire 1. .- Γ est une connexion G -e´quivariante sur le fibre´ (E, p, B, τ) ,
dont le multiplicateur µ est donne´ par
µ(L′′, L”, L) = |L′′ ∩ L′|
1
2 (|L ∩ L′′||L′ ∩ L||L|)−
1
2SL(L
′, L′′)
2. Calcul de la somme de Gauss ge´ome´trique SL(L
′, L′′)
Nous de´crivons tout d’abord les sous-espaces lagrangiens de l’espace symplectique
(W,B).
Notons A l’anneau involutif A des matrices n × n sur k, dont l’involution est la
transpose´e. A chaque espace symplectique (W,B), de dimension paire 2m, sur le
corps k on associe un module symplectique (M,B) sur A, comme suit:
On pose M = Wm et l’on muni M de la forme sesquiline´aire alterne´e B a` valeurs
dans A donne´e par
B(u, v) = (B(ui, vj))1≤i,j≤m
On a alors
B(hu, v) = hB(u, v)
4 JOSE´ PANTOJA ET JORGE SOTO-ANDRADE
B(u, hv) = B(u, v)h∗
B(v, u) = B(u, v)∗
D’autre part de´signons par 〈u〉 le sous-espace vectoriel de W engendre´ par les com-
posantes u1, . . . , un de u ∈ M = W
m. On note alors rgu le rang de u ∈ M , de´fini
comme la dimension de l’espace 〈u〉. On a rgu = m si et seulement si u est un vecteur
libre dans le A-module M . Notons que 〈u〉 = 〈v〉 si et seulement si v = hu pour une
matrice h ∈ A convenable. Remarquons que pour que 〈u〉 soit Lagrangien il faut et il
suffit que u soit un vecteur isotrope libre dans le module symplectique (M,B). Soit
{p1, . . . , pm, q1, . . . , qm} une base symplectique de (W,B). Alors on a
B(pi, qj) = δi,j
quels que soient 1 ≤ i, j ≤ m et les deux vecteurs isotropes P = (p1, . . . , pm) et
Q = (q1, . . . , qm) forment un syste`me libre dans M tel que B(P,Q) = Idm
Proposition 2. Pour que l’espace La,b = 〈aP + bQ〉, (a, b ∈ A) soit Lagrangien il
faut et il suffit que aA+ bA = A (on dit alors que a et b sont relativement premiers)
et que ab∗ = ba∗. En plus, tout sous-espace Lagrangien L de (W,B) est un La,b pour
a, b ∈ A convenables et La,b = La′,b′ e´quivaut a` a
′ = ca et b′ = cb pour un c ∈ A.
Remarquons que le A-moduleM est muni d’une application (λ, v) 7→ λ·u = λ1u1+
· · ·+ λmum de k
m ×M sur W , qui permet d’identifier en fait M avec Homk(k
m,W )
en tant que A- module gauche.
Lemme 1. On a
g(L[a,b]) = L[a,b]g∗
quelques soient g ∈ G,L[a,b] ∈ L
Lemme 2. On a, quels que soient λ, µ ∈ km, a, b ∈ A, u, v ∈M,
B(λ · u, µ · v) = λ B(u, v)µ
Proposition 3. On a
SL[a,b](L
′, L′′) = S(ab∗),
ou` l’on note S(Q) la somme de Gauss classique
∑
x∈E
ψ(Q(x)) ,
associe´e a` un espace quadratique (E,Q) , le caracte`re non-trivial ψ du groupe additif
k+ e´tant fixe´.
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Lemme 3. Soient L′, L′′ ∈ L. Alors pour chaque L ∈ L le sous-espace
L˜ = L ∩ (L′ + L′′) + L′ ∩ L′′
de L′+L′′ est encore un sous-espace lagrangien de W et le sous-espace L˜/L′ ∩L′′ est
un lagrangien de l’espace symplectique non-de´ge´ne´re´ (L′+L′′)/L′ ∩L′′. En plus on a
SWL (L
′, L′′) = |L ∩ L′ ∩ L′′|S
(L′+L′′)/L′∩L′′
L˜/L′∩L′′
(L′/L′ ∩ L′′, L′′/L′ ∩ L′′)
Proposition 4. On a
|SL(L
′, L′′)| = |L′′ ∩ L′|−
1
2 (|L ∩ L′′||L′ ∩ L||L|)
1
2 = qm−
1
2
r(ab∗) = q
1
2
(3m−r(a)−r(b)),
quels que soient L, L′, L′′ ∈ L, ou` r(x) de´signe le rang d’une matrice x ∈ A.
Proposition 5. Le cocycle c(g, h) de la repre´sentation de Weil (V, ρ) de G associe´e
a` Lo ∈ B est donne´ par
c(g, h) = |SLo(gLo, ghLo)|
−1SLo(gLo, ghLo)
quels que soient g, h ∈ G.
3. Les repre´sentations de Weil ge´ne´ralise´es des groupes SL(n, k)
Soit V un espace vectoriel de dimension finie n sur le corps fini k. Nous de´finissons
l’espace symplectique (W,A) associe´ a` V par W =
∧1 V ⊕
∧3 V ⊕ · · · ⊕
∧n−1 V si
n est pair (resp. W =
∧1 V ⊕
∧2 V ⊕ · · · ⊕
∧n−1 V si n est impair) et
A(ω, ζ) = (ω ∧ ζ)n ∈
n∧
V ≃ k
(resp.
A(ω, ζ) = (ω ∧ ζ∨)n ∈
n∧
V ≃ k ,
ou` ζ∨ =
∑
0≤i≤n(−1)
iζi pour ζ =
∑
0≤i≤n ζi).
Le groupe H = SL(V ) ≃ SL(n, k) agit naturellement dans (W,A) et s’identifie
ainsi a un sous-groupe de G , auquel nous pouvons restreindre la repre´sentation de de
Weil ge´ne´ralise´e de´crite ci-dessus. Notons (U, ρ) la repre´sentation de H ainsi obtenue.
On recupe`re ainsi les repre´sentations que nous avons construites dans [2], [3]. De
plus, comme la connexion Γ que nous avons construite ci-dessus permet de passer
d’une H orbite quelconque a` une autre, elle fournit en fait des isomorphismes entre
des repre´sentations de Weil ge´ne´ralise´es de H associe´es a` des orbites diffe´rentes.
Ceci s’applique en particulier au cas des H-orbites re´duites a` un lagrangien et aux
orbites introduites dans loc. cit., et fournit une construction uniforme de certains
isomorphismes notables entre des repre´sentations naturelles et des repre´sentations de
Weil ge´ne´ralise´es, de´ja` remarque´s par P. Cartier dans les anne´es 60, dans le cas n = 2.
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Nous remarquons enfin que l’on peut construire des ope´rateurs d’entrelacement de
(U, ρ) comme suit.
Soit φ un automorphisme symplectique W qui commute a` l’action de H dans W .
L’automorphisme φ fournit alors un automorphisme du G-fibre´ vectoriel associe´ a`
l’espace symplectique (W,A), de´fini au paragraphe 1, qui commute avec sa connection
Γ. On en tire aussitoˆt un automorphisme Φ de la repre´sentation (U, ρ).
On peut ve´rifier que, pour n ≤ 4, le groupe d’ope´rateurs d’entrelacement ainsi
obtenu (qui repre´sente donc le centralisateur ZG(H) deH dansG ) engendre l’essentiel
de l’alge`bre commutante de la repre´sentation (U, ρ) de H (au sens que le rapport en-
tre la dimension du sous-espace vectoriel engendre´ par ces ope´rateurs et la dimension
de l’alge`bre commutante de la repre´sentation (U, ρ) tend vers 1 pour q tendant vers
l’infini).
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